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1.1.0Osnovni koncept strujanja fluida

Fluidi predstavljaju materije ¢ija molekularna struktura ne pruza otpor
razli¢itim spoljasnjim silama: ¢ak i najmanje od njih izazivaju deformaciju fluidnog
djelica. Treba re¢i da znacajne razlike postoje izmedju gasova i te¢nosti, iako se
strujanje obje ove materije opisuje istim jedna¢inama odrzanja. U slu¢ajevima koje ce
se razmatrati u ovom kursu, fluid se posmatra kao continuum, tj. kao kontinualna
materija.

Strujanje fluida se ostvaruje uticajem spoljasnjih sila koje se generalno mogu
podijeliti na dvije sustinski razli¢ite grupe. Prve su povrsinske sile kao $to su sile
pritiska, zatim smicuce sile uslijed viskoznosti fluida. Drugi tip sila koje moze
izazvati kretanje fluida su tzv. zapreminske sile kao $to su gravitacija, sila uslijed
rotacije, zatim sile izazvane postojanjem elektri¢énih i magnetnih polja u fluidu.
Sustinska razlika izmedju povrsinskih i zapreminskih sila odrazi¢e se i u nacinu
diskretizacije ovih dviju vrsta sila.

Dok se skoro svi fluidi ponasaju sli¢no pod desjtvom istih vrsta sila, medju
njima postoje znacajne razlike u pogledu njihovih karakteristika. Karakteristike
fluida moraju biti poznate u postupku diskretizacije odgovarajucih jednacina. Glavne
karakteristike fluida od kojih zavisi njegovo ponasanje pod dejstvom razli¢itih sila su
gustina (p) i viskoznost (u). Ostale veli¢ine kao $to su Prandtl-ov broj, specifi¢ni
toplotni kapacitet, povrsinski napon imaju uticaj na strujanje samo pod specifi¢nim
uslovima, kada postoje veliki temperaturski gradijenti u fluidu. Treba napomenuti
da fizicke karakteristike fluida nisu konstantne veli¢ne ve¢ predstavljaju manje ili

viSe poznate funkcije od nekih veli¢ina stanja (naj¢es¢e temperature ili pritiska).
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Kod mnogih strujanja uticaj viskoznosti je znacajan samo u slojevima blizu
zida dok je u velikom dijelu domena uticaj smicucih sila uslijed viskoznosti
zanemarljiv. U ovom kursu uglavnom de biti tretirati tzv. Njutnovski fludi, tj. oni
fludi kod kojih je zavisnost izmedju smi¢uceg napona (1) i gradijenta brzine u pravcu
normale na strujanje fluida (linearan. Fludi kod kojih ova zavisnost nije linearna
nazivaju se Ne-Njutnovski fludi. Na strujanje fluida obi¢no uti¢u sile koje se javljaju
uslijed odigravanja razli¢itih fenomena. Jedan od najces¢ih primjera u praksi je
zagrijavanje ili hladenje fluida uslijed ¢ega dolazi do promjene gustine (p) fluida i
njegovog strujanja, Sto je u teoriji mehanike fluida poznato kao prirodna konvekcija.
Promjena gustine fluida mozZe biti izazvana i promjenom koncentracije fluida kod
strujanja tecnosti sa rastvorima. Fazni prelaz koji se odigrava kod nekih procesa
strujanja kao $to su isparavanje, kondezacija, otapanje ili o¢vrscavanje takode ima
znacajan uticaj na strujanje fluida, i razmatra se uvodjenjem posebnih jednacina ili
pak dodatnih ¢lanova u jedna¢inama o odrzanju mase, energije i koli¢ine kretanja.
Varijacije ostalih parametara kao sto su viskoznost, povrsinski napon takodje mogu
imati znacajan uticaj na strujanje fluida, ali nece biti razmatrani u toku ovog kursa.

U ovom poglavlju bi¢e prikazane jednacine o odrZanju mase, energije i
koli¢ine kretanja u diferenecijalnom obliku, kao i neki specijalni slucajevi strujanja
koji se mogu izvesti iz glavnih jednadina zanemarujué¢i pojedine c¢lanove u
jednacinama. Osnovne bilansne jednacine bice prikazane u ovom poglavlju bez vecih
detalja vezanih za njihovo izvodjenje, dok se detalji mogu naci u brojnoj literaturi

vezanoj za kurseve iz Mehanike fluida i Prostiranja toplote i mase.

1.2. Principi zakona o odrzanju. Generalni oblik transportne jednadine

Osnovne jednacine o odrZanju mase, koli¢ine kretanja, energije ili hemijskog
sastava obi¢no se izrazavaju u formi specifi¢nih veli¢ina, $to predstavlja veli¢inu po
jedinici mase. Tako na primjer koli¢ina kretanja (mV) po jedinici mase ima jedinicu
(m/s), dok je energija (J) po jedinici mase (J/kg). Za pocetak posmatrajmo
generalizovanu specifiénu veli¢inu ¢ za koju je potrebno definisati zakon o odrzanju.
Na slici 1.1 prikazana je kontrolisana zapremina dimenzija Ax x Ay x Az. Uproséeno

gledano zakon o odrzanju veli¢ine ¢ moze se prikazati prostim izrazom: Akumulacija
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veli¢ine ¢ u vremenskom intervalu At jednaka je razlici flukseva koje ulaze i izlaze
kroz granice kontrolisane zapremine (CV) uvecdan za vrijednost fluksa koji se
generiSe u samoj kontrolisanoj zapremini.

Akumulacija (¢) = Ulaz (¢) - Izlaz (¢) + Generacija (¢) (1.7)
Ovaj prilaz u literaturi je poznat kao Control Volume prilaz (CV). Prvi ¢lan na lijevoj

strani jednac¢ine mozZze se napisati u obliku:

Akumulacija (¢) = (POAV)t+at - (POAV), (1.2)
dok se ¢lan koji predstavlja genraciju mozZe zapisati kao:
Generacija (¢) = SAVAL. (1.3)
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Slika 1.1. Kontrolisana zapremina u dekartovim koordinatama

Na kraju razmotrimo i prva dva c¢lana koji predstavljau flukseve veli¢ine ¢ koji
prolaze kroz granice kontrolisane zapremine. Na lijevoj strani fluks veli¢ine ¢ je Jx a
na desnoj strani je vrijednost fluksa koji napusta kontrolisanu zapreminu Jx+ax. Na
slican nacin mogucde je napisati i flukseve za preostale stranice posmatrane
kontrolisane zapremine. Neto vrijednost fluksa koji predstavlja razliku prva dva

¢lana na desnoj strani jednacine (1.1) za geometriju na slici (1.1) ima oblik:
(J, =T o JAVAZA + (T =T JAXAZA + (T =T, JAXAYAL  (1.4)

Do sada nista nije receno o fizickom mehanizmu na osnovu kojega se formira fluks

veli¢ine ¢ na granicama kontrolisane zapremine. Za strujanja koja se u glavnom
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javljaju u tehni¢koj praksi i koja su od znacaja za izucavanja u oblasti energetike fluks
veli¢ine ¢ moze se generisati na dva sustinski razli¢ita nacina: difuzijom koja se
odigrava na molekularnom nivou i konvekcijom koja je posledica kretanja fluida.
Fluks difuzijom poznat kao Fourie - ov zakon (temperatura) ili Fick - ov zakon

(koncentracija) ima oblik za pravac x:

J diuzies = _Fg , (1.5)

dok se konvektivni fluks opisuje jednac¢inom:
Jkonvekcije,x = IO u ¢ . (16)

Sada kada su definisani ova dva fluksa generalni izraz za fluks na dvije stranice

kontrolisane zapremine imaju slede¢i oblik:

od
sz(pu¢_F:EJ; (1.7)
od
J“M=(Pu¢—rs;lﬂg (1.8)

Na sli¢an nacin dobijaju se sli¢ne jednacine za pravce y i z. Sada kada su definisani
svi ¢lanovi za polaznu jednacdinu (1.1) smjenom jednacina (1.2), (1.3), (1.4) koristeci
jednacine (1.7) i (1.8), i dijeljem lijeve i desne strane sa AVAt dobija se sledeca

jednacina:

(p ¢)t+At - (p ¢)At — (Jx B Jx+Ax) + (Jy B Jy+Ay ) + (‘]z B JZ+AZ) 1.9
At Ax Ay Az o (19)

koja ako se uzme da Ax, Ay,Az i At -0 prelazi u diferencijalnu jednacinu:

dpg) __doJ, 91, 9J.
ot ox dy 0z

(1.10)

Smjenom jednacine (1.7) u pioslednju jednac¢inu konacno se dobija:

Apg),
ot  oOx

1.11
i( %}ri ro¢ +i(p%]+5 ()
ox\_ ox) dyl dy) dz\| oz

(pu¢>+§(pv¢)+i<pw¢> -
y dy
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Na kraju mogu se napomenuti slede¢i zakljucci:
- diferencijalna jednacina izvedena je na osnovu usvojene geometrije
kontrolisane zapremine koja je u principu mogla imati bilo kakav geometrijksi
oblik. Diferencijalna jednacina na kraju bi bila ista kao jednacina (1.11);
- jednacina je izvedena za specifi¢nu vrijednost funkcije ¢ pa je za energiju njena
jedinica (J/kg), za koli¢inu kretanja je (m/s);
- jednacina je napisana tako da su sve veli¢ine takve da su po jedinici zapremine i

jedinici vremena.

1.3. Zakon o odrzanju mase

Zakon o odrZanju mase (jednacina kontinuiteta) dobija se kada se uzme da je

transportna funkcija ¢=1, pa ako nema izvora ili ponora mase (5=0) dobija se:

p 9 d J

—+—(pu)+—((pv)+—(w)=0

32 T or (pu) % (pv) % (pw)=0, (1.12)
Jednacina (1.12) moze se napisati koriste¢i definiciju gradijenta i vektor brzine kao:

00 =

—+V(p-V)=0

. (p-V)=0, (1.13)

Dekartov koordinatni sistem je u najé¢esc¢oj upotrebi u velikoj klasi problema u kojima
se proucava strujanje fluida i razmjena toplote pa ¢e mu biti posvecena posebna

paznja u nasvaku.

1.4. Zakon o odrzanju koli¢ine kretanja

Zakon o odrzanju koli¢ine kretanja (ili impulsa) predstavlja modifikovani

drugi Njutnov zakon napisan u formi za fluide. Transportovana funkcija (¢) je za
razliku od jednacine kontinuiteta sada vektorska veli¢ina (K=m\7) koja ako se uzme

u obzir da mora biti izrazena po jedinici mase prelazi u brzinu (K/ m=§). Ako se

pridrzavajuci naprijed navedenu nomeklaturu umjesto transportovane veli¢ine ¢ u
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jedna¢inu (1.11) stavi vektor brzine V =V(u,v,w), dobijaju se tri diferencijalne

jednacine o odrzanju koli¢ine kretanja za pravce x, y i z respektabilno:

a(pu) d 0 0 __ap
e +ax(puu)+ay(pvu)+ay(pwu)_ -
+i( a_”j_,_i a_” +i( a_uj_'_sl (1.14)
ox Iuax ay ,Uay aZ 'uaz u
dpv), 9 0 ) __a_p
. +ax(,0uv)+ay(pvv)+ay(pwv)_ o
+i( ﬁ}i il +2( @]”r (115
ox luax ay luay 0z ’uaz v
a(pw) d 0 J __ap
57 +ax(puw)+ay(pvw)+ay(pww)_ -,
+i( a_WjJri aw +i( a_wj+5- (1.16)
ox ﬂax dy ,uay oz 'uaz W

gdje su na desnoj strani jednacine prikazane sile koja djeluje na fluidni djeli¢. Te sile
se generalno mogu podijeliti na dvije sustinski razlic¢ite vrste:
- povrsinske sile (pritisak, normalni i smicuéi napon u fluidu, povrsinski
napon);
- zapreminske sile (gravitacija, centrifugalne sile, Koriolisova sila,

elektromagnetne sile i sl.)

1.5. Zakon o odrZzanju energije

Ve¢ naprijed je navedeno da se pojedini zakoni o odrzanju dobijaju kada se
umjesto generalne transportne funkcije ¢ uvrsti odredena fizi¢ka veli¢ina. U primjeru
energijske jednacine, za slucaj kada se moZe zanemariti disipacija energije uslijed
viskoznosti fluida i za male brzine strujanja, moze se uzeti da je ¢ = h, gdje je h (J/kg)
specifi¢na entalpija. Podrazumijevajuci Forijeov zakon za opisivanje difuzionog ¢lana

u energijskoj jednacini energijska jednac¢ina dobiaj sledeci oblik:
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olph)

2112 (pun+2- (pvh)+—(pwh>-
T

, (1.17)
(ka—T]+i ka—T +i(ka—TJ+Sh
ox ) dyl 9dy ) dz\| oz

Ili ako se uzme da je dh = cpdT, koriste¢i skracenu notaciju dobija se generalni

J
"o
9
ox

vektorski oblik jednacine o odrzanju energije:

aphw( V)=V th +S, (118)

p
Fenomeni strujanja fluida su najéeSce vezani sa razmjenom toplote u mnogim
problemima vezanim za tehni¢ku praksu, pa je posmatranje procesa strujanja bez

razmatranja energijske jednacine prakti¢no nezamislivo.

1.6 Pojednostavljeni matematicki modeli

Jednacine o odrzanju mase i koli¢ine kretanja su mnogo kompleksnije nego $to
se to ¢ini na prvi pogled. One su nelineralne parcijalne diferencijalne jednacine i
veoma su komplikovane za rjeSavanje. Dosadasnja iskustva su pokazala da Navier -
Stokes - ove jednacine opisuju strujanje tzv. Njutnovskih fluida veoma precizno. Za
veoma malu klasu problema strujanja kao $to su potpuno razvijeno strujanje u
jednostavnim geometrijama kao $to su strujanje izmedju paralelnih ploca ili u pravoj
cijevi postoji analiticko rjeSenje Navier - Stokes - ovih jednacina. Ovakva
jednostavna strujanja su vazna da se shvate fundamenti strujanja i transfera energije,
ali sa prakti¢ne tacke gledista nemaju neki veci znacaj. U svim slucajevima kada je
moguce odrediti analiti¢ko rjeSenje mnogi od ¢lanova u jednac¢inama se zanemaruju,
Sto nekada moze biti veoma gruba aproksimacija. U vecini slucajeva jednacine se
moraju posmatrati sa svim ¢lanovima, a tada analiticka rjeSenja nisu moguca, i jedina
mogucnost ya njihovo rjeSavanje je primjena odgovaraju¢e numericke metode ya
diskretizaciju. U nastavku ce biti prikazani neka specifi¢na strujanja i pojednostavlje

jednacine koje ih opisuju.
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1.6.1. Strujanje nestisljiivog fluida

U osnovnim jednacinama odrzanja podrazumijeva se da su i fizicka svojstva
fluida promjenjiva u vremenu i prostoru. U mnogim konkretnim slucajevima moze
se smatrati da su gustina i viskoznost fluida konstantni i u prostoru i vremenu. Ova
aproksimacija se moze uzeti kao priblizno ta¢na ne samo za strujanje tec¢nosti , ve¢ i
za strujanje gasova kod kojih je Ma broj ispod 0.3. Takva vrste strujanja se obi¢no
zovu nestisljiva strujanja. Ako je strujanje jo$ izotermsko tada je i promjena
viskoziteta jednaka nuli. Za naprijed navedene slucajeve jednac¢ine o odrZanju mase,
koli¢ine kretanja (za x, y i z pravac) i energije imaju sledeci oblik:

ou Jdv ow

—+—+—=0
o ay 0z (1.19)

Ju ou au au oP ’'u d*u Ju
—t+u—+v U ax2 +ay2 + 8Z2 +Sx’ (1.20)

—— 4
or  ox ay az ox
@ dv av+ v a_P+ a2v+a2v+82v LS
o o oy Tor oy Mooy a2 ) a2

ow ow  ow ow _ OP ’w d*w  9I*w
—tuUu—+tV—F+w—=— + U ax2 +ay2 +aZZ +SZ, (1.22)

a ox dy o oz
or, or 9T  oT [z

—+Vv—+w—=V

VT |+q
o TV j”' (1.23)

Cp
Jednacine (1.19) - (1.23) ne predstavljaju neko znacajno pojednostavljenje polaznih

jednacina ali ipak su jednostavnije za rjeSavanje od polaznih jednacina.

1.6.2. Strujanje neviskoznog fluida

Za strujanja koja se odigravaju dovoljno daleko od grani¢ne povrsine uticaj
viskoznosti fluida moze biti zanemarljiv. To znaci da se tenzor napona svodi samo na
sile pritiska, pa se u tom slucaju polazne jednacine transformisu u tzv. Euler - ove

jednacine strujanja:
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L o)+ 2 (o) 5L (o) =0, 12
-§%Um)+§%um2}+§;UWu)+§EUNM)=—%§44a, (1.25)
%(pv)+%(,0uv) +aa—y(pvv)+a%(pWV) =—g—§+by, (1.26)
%(p\/ﬂ%(PMWH%(WW) +a%(,0WW) = _?9_12+bz- (1.27)

Kada se zanemari viskoznost fluida fluid nije “ljepljiv” za zidove koji ga okruzuju pa
se moze smatrati da se fluid “kliza” duz zidova. Euler-ove jednacine cesto se koriste
za opisivanje strujanja stisljivog fluida pri visokim Ma brojevima. Pri veilim
brzinama strujanja viskozni i efekti turbulencije imaju znacaj samo u uskoj zoni uz
granic¢ni zid dok je u velikom dijelu domena strujanje prakti¢no bez uticaja viskoznih
sila. Bez obzira na uproscéenje vezano za viskozne ¢lanove Euler - ove jednacine nisu
jednostavne za rjeSavanje, uslijed ¢injenice da je grani¢ni sloj mali potrebno je

dodatno uzeti ga u razmatranje sa nekom adaptiranom mrezom.

1.6.3. Potencijalno strujanje

Jedno od najjednostavnijih oblika strujanja je tzv. Potencijalno strujanje. Fluid
se podrazumijeva da je neviskozan (kao i za slucaj Euler - ovih jednacina), sa jednim

dodatnim uslovom da je strujanje bezvrtlozno tj:
rotV =0, (1.28)
Iz ovog uslova dolazi se do toga da postoji strujni potencijal ®, takav da brzina moze
biti definisana kao:
V= —grad®, (1.29)
pa jednacina kontinuiteta za nestisljiv fluid dobija oblik Laplasove jednacine

napisane za potencijal ®:

div(grad®) =0. (1.30)
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Jednacina o odrzanju koli¢ine kretanja se transformise u Bernulijevu jednacinu koja je
algebarska jednacina koja se lako rjesava kada je poznata strujna funkcija ®. Za svaki
poznati strujni potencijal ® moguce je odrediti strujnu funkciju (¥), takvu da vektori
brzine imaju tangentni pravac na linije strujne funkcije. Linije strujne funkcije su
normalne na pravac linija konstantnog potencijala. Potencijalno strujanje jeste vazno

ali ne i toliko realno u praksi.

1.6.4 Bousinesq — ova aproksimacija

Kada je strujanje izazvano razmjenom toplote koju fluid ostvaruje sa okolinom
kao $to je slucaj sa prirodnom konvekcijom, fizicke karakteristike fluida su funcije
temperature najceS¢e. Promjena gustine sa temperaturom moze izazvati strujanje
fluida, koje nije intezivno kao kod prinudnog strujanja izazvanog razli¢itim vrstama
spoljasnjih sila. Promjena gustine je relativno mala pa se obi¢no zanemaruje u
konvektivhom i nestacionarnom ¢lanu, i opisuje se najc¢esée kao gravitaciona sila u
izvornom ¢lanu. Ova aproksimacija se najc¢esce zove Bousinesq - ova aproksimacija.
Pozdrazumijeva se da se gustina mijenja linerano sa promjenom temperature pa vazi

sledeca relacija:

(:0 — P )g = _pOgﬂT (T -7, )/ (1.31)

gdje je po referentna gustina za temperaturu To dok je Pr zapreminski koeficijent
sirenja fluida. Gravitacioni ¢lan na desnoj strani jednacine (1.31) obi¢no se dodaje na
desnu stranu momentne jednacine za y pravac (pravac u kojem postoje gravitacione

sile) tako da jednacina dobija oblik:

0 0 0 0
E(PV) +g(,0u") +g(ﬂ"") +a—Z(pWV) =

(1.32)

oP 0>v d*v 9% .
U] — A — +pgB.(T-T))
dy ox* 9y 97 Peh; ’

Treba napomenuti da se u sluc¢aju postojanja Bousinesq - ovog ¢lana jednacine o
odrzanju mase i koli¢ine kretanja moraju simultano rjeSavati sa energisjkom

jednacinom u cilju odredjivanja temperaturskog polja, a potom i poslednjeg ¢lana na

desnoj strani jednacine (1.32) koji je odgovoran za strujanje fluida. Zapreminska sila
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u x pravcu je obi¢no jednaka nuli (bx=0) osim ako fluid nije pod uticajem nekog
spolja nametnutog polja sila (centrifugalne, elektromagnetne i sl.). Takodje promjena
gustine fluida moguca je i uslijed promjene koncentracije fluida ako se radi o nekom
rastvoru, $to je cest slucaj narocdito kod strujanja koje se odigrava tokom livenja
legura, kao klasicnog primjera strujanja fluida ¢ija gustina izrazito zavisi od

koncentracije te¢nosti.



